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Véges csoportok azonossagai

HORVATH GABOR, matematikus (2003 6sz)
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Témavezetd: SzZABO CSABA, egyetemi docens,
ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

A mai algebrai ¢és szamitogépalgebrai kutatasok egyik f6 irdnya az algebrai kérdések
bonyolultsagelméleti vizsgéalata. Az algebra két koézponti kérdése, hogy egy adott
algebraban milyen azonossagok teljesiilnek, valamint milyen egyenletek oldhatok meg.
Ezeket a kérdéseket két valtozatban szokas feltenni: termekre (mikor a kifejezéseinkben
nincsenek konstansok) €s polinomokra (engedélyezettek a konstansok is). Kiilondsen
érdekesek ezek a problémak a véges, klasszikus algebrai struktarakban.

Gytrtkre a fenti problémak teljesen karakterizdlva vannak (H. Hunt, R. Stearnes
(1990); S. Burris, J. Lawrence (1993); J. Lawrence, R. Willard (1997); Cs. Szabd, V.
Vértesi (2003)). Csoportokra mar lényegesen kevesebb ismert: M. Goldmann és A.
Russel eredménye, hogy az azonossagvizsgalat bonyolultsaga nilpotens csoportokban P-
beli, nem feloldhatokban pedig coNP-teljes, de mar olyan kis csoportban, mint az Ss,
sem tudtdk megvalaszolni a kérdést. A dolgozat egyik f6 eredménye, hogy feloldhato
csoportok nagy osztalydban (pl. metaciklikus csoportok, diéder csoportok, Ss, As)
polinomiddében ellendrizhetd, hogy két kifejezés azonosan egyenlo-e.

A mai gyakorlati €let azt diktalja, hogy néhany miiveletet (pl. hatvanyozas, kommutator)
szamitogéppel eldre kiszamoljunk, ezaltal csokkentve az azonossagaink hosszat. A fenti
problémak ezen modositasat nevezziik csillag-problémaknak. Polinomokra kongruencia
moduléris varietasokban (pl. csoport-, gytiri-, hald-varietasok) P. Idziak és Cs. Szabo
(2003) igazoltdk, hogy nilpotens algebrakban a csillag-probléma P-beli, egyébként
coNP-teljes. Az 6 modszereik azonban termekre nem mondanak semmit. Dolgozatom
masik f6 eredménye, hogy termekre a csillag-probléma nilpotens csoportokban P-beli,
nem nilpotens csoportokban (pl. metaciklikus csoportok, diéder csoportok, S3, As)
coNP-teljes.
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Permutaciok, melyek megmentették a vilagot

MERAI LASZLO, alkalmazott matematikus (2004 0sz)
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Témavezetd: SzZABO CSABA, egyetemi docens,
ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

Dolgozatomban ismeretem az Enigma feltorését és problémajanak altalanositasat. Bar a
koztudatban az €1, hogy az Enigmat az angolok torték fel, ez nem fedi a valosagot. A
lengyelek mar a harmincas évektdl dekddoltak a rejtjelezett szovegeket. A torténelem
folyaman ekkor vontak be eldszor matematikusokat a titkosirasok tanulméanyozaséaba.
Egyikiik, Marian Rejewski, 1980-ban publikalt jegyzeteit egészitettem ki. Mivel a
nyolcvanas évekig az Enigméaval kapcsolatos informéciok titkosak voltak, €és a késobbi
cikkek is hianyosak, dolgozatom az elsé olyan elemz0 munka, amely teljesnek
mondhato.

Az Enigma feltorése, a szamitogépek fejlddése miatt napjainkban egyre konnyebb
feladat. Véges sok eset kiprobalasaval az Enigméval kodolt lizenetek megfejthetok.
Adodik a kérdés, hogy hogyan lehet az Enigmat a kor igényeihez igazitani. A
fejlesztésre két lehetdséget mutatok be. Az egyik modszer a tarcsak gyakori cseréjén
alapul, mivel igy adott beallitasrdl kevés informacid nyerhetd. A masik lehetdség, hogy
tetszOleges szamu tarcsa hasznalata engedett meg. Mindkét mddositassal elérhetd, hogy
az Enigma problémaja NP-teljes legyen.

A fenti eredmények targyalasa kozben tobb, jelenleg is vizsgalt bonyolultsagelméleti
problémaba iitkoztem. Igazolom tobbek kozt, hogy annak ellendrzése, hogy nem
feloldhatd csoportban két term nem egyezik meg, NP-teljes. Mintegy
,melléktermékként”, megvalaszolom Szabd és Vértesi egy 2001-ben felvetett algebrai
bonyolultsag-elméleti probléma;jat.
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Fiiggetlen élek grafokban és geometriai grafokban

MESZAROS VIOLA, matematikus szakos hallgatd (2004 tavasz)
Szegedi Tudomanyegyetem, Szeged

Témavezeté: HAINAL PETER, egyetemi docens,
SZTE Bolyai Intézet

Legyen G véges graf, amely nem tartalmaz sem hurok, sem tobbszoros éleket. G
lerajzolasa G sikra vald leképezése oly modon, hogy a csucsainak kiilonbozé sikbeli
pontok felelnek meg, az élei pedig 6nmagukat nem metszd folytonos sikbeli gorbék a
megfeleld pontok kozott. A lerajzolas pontjait és gorbéit szintén csucsoknak ¢és éleknek
nevezzik.

Geometriai grafnak nevezziik az olyan lerajzolast, melynek ¢lei szakaszok, €s nem
tartalmaznak mas cstcsot a végpontjaikon kiviil. Egy geometriai graf két éle fliggetlen,
ha nem metszik egymast és nincs kozos végpontjuk sem.

Toth Géza és P. Valtr 1999-ben bebizonyitottak, hogy egy n ponti geometriai grafnak,
mely nem tartalmaz k+1 fiiggetlen élet, nem lehet tobb éle, mint k’(n+1). Valamint
szerkesztettek egy 3/2(k=1)n—2k? élii, n pontd geometriai grafot, amely nem tartalmaz
k+1 fiiggetlen élet. A felsd korlatot Toth Géza 2°k?n-re javitotta 2000-ben.

A dolgozatban az eldbbi probléma tovabbi példakon keresztiil keriil vizsgalatra. A
geometriai grafok témakorérdl attérve a grafokéra szintén feltehetd a kérdés, mennyi €l
garantal k+1 fiiggetlen élet. A dolgozat ezt a kérdést is targyalja.
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3-regularis grafok élgrafjanak normalitasa

PATAKFALVI ZSOLT, matematikus (2004 6sz)
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Témavezetd: SIMONYI GABOR, egyetemi docens,
BME VIK, Szamitastudomanyi és Informéacioelméleti Tanszék

Grafelméleti problémak mind a matematikan beliil, mind kornyezetiinkben természetes
modon adodnak. Elébbire klasszikus példdk a Ramsey tételek, mig utdbbira a
Konigsbergi hidak illetve a térképek négy szinnel szinezhetdségének a kérdése. A
motivald kornyezet kiilonbozéségébdl fakaddan altalanossagban a grafelméleti kérdések
rendkiviil valtozatosak lehetnek. Azokat, amelyek grafok strukturalis tulajdonsagai kozti
kapcsolatokrol szolnak szokas a strukturalis grafelméletbe sorolni.

A normalitds egy Korner Janos (1970) altal bevezetett strukturalis tulajdonsag, amely
kiterjesztése a rendkiviil intenziven kutatott perfektségnek. A perfekt grafokat Claude
Berge (1960) definialta. Két hires perfekt grafokrol szold sejtése a bizonyitasukig a
grafelmélet kozponti kérdése volt. Az elsét Lovasz Laszlo (1972) a masodikat
Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas (2002) bizonyitotta be. A normalis grafok
a perfekt grafoknak tobb fontos tulajdonsagat megorzik. Példaul szintén zartak a
komplemens képzésre illetve a perfekt grafokéhoz hasonld informécidelméleti
vonatkozasaik is vannak. Definicid szerint, egy graf akkor és csak akkor normalis, ha
1étezik egy C1,Co,...,C,, fedése klikkekkel, egy S1,S,,...,S¢ fedése fiiggetlen halmazokkal,
hogy minden Cj-nek és Sj-nek van kozos pontja.

Dolgozatom f6 eredménye azon allitds, hogy minden 3-regularis graf ¢élgrafja normalis.
Rendkiviil sok grafelméleti tétel illetve sejtés, példaul a ,,négyszintétel”, visszavezethetd
a harom szinnel nem ¢élszinezhetd 3-reguldris grafokra, az Gin. snarkokra. A dolgozatban
bizonyitott allitas esetében is hasonld a helyzet, azaz nyilvanvalé a harom szinnel
¢lszinezhet6 3-regularis grafokra, és az allitas 1ényegi része itt is a snarkokrol szol.
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Grafok négyzetmentes szinezése

VARJU PETER, matematikus (2004 tavasz)
Szegedi Tudomanyegyetem, Szeged

Témavezetd: BARAT JANOS, egyetemi adjunktus,
SZTE Bolyai Intézet

Bizonyos szimbolumok egy aj,ap,...sorozatat négyzetmentesnek nevezzik, ha nem
tartalmaz Xi,...Xm,X1,...Xm alaktl egymast kovetd tagokbol allo részsorozatot. 1906-ban
Thue megmutatta, hogy megadhatdé harom szimbdolumbdl allé6 négyzetmentes sorozat.
Thue eredményét késobb tobben Gjra felfedezték, és sokféle altalanositasa sziiletett.

A dolgozatban egy ilyen altalanositast, egy grafszinezési problémat vizsgalunk, amit
elészor Alon, Grytczuk, Haluszczak és Riordan vetett fel 2002-ben. A cikkben olyan
¢lszinezéseket vizsgalnak a szerzOk, amelyekre teljesiil, hogy a szinek sorrendje
négyzetmentes minden Uton. Tobbek kozott megmutatjak, hogy minden graf szinezhetd
a kivant modon legfeljebb CIA(G)* szinnel, ahol ¢ alkalmas konstans, és A(G) a graf
csucsainak legnagyobb fokszamat jeloli. Mivel az egy csucsbol induld élek mind
kiilonbozd szint kapnak, A(G) trivialis alsé korlat. Megemlitik, hogy a bizonyitas
¢lszinezés helyett csucsszinezésre 1is érvényes. Csucsszinezéseknél egy csucs
szomszédai nem feltétleniil kiilonb6zo szintiek, és nem lehet a sziikséges szinek szamat
A(G) egy fliggvényével alulrol becsiilni. Felvetddik a kérdés, hogy a csticsszinezéshez
sziikséges szinek szdmat milyen grafparaméterekkel lehet még korlatozni.

A dolgozatban megmutatjuk, hogy minden graf négyzetmentesen csucsszinezhetd
O((6+E)tW(G)) szinnel, ahol tw(G) a graf faszélességét jeloli. A modszerek finomitasaval
megmutatjuk, hogy minden outerplanar graf 12 szinnel csucsszinezhetd. Ugyanakkor
mutatunk példat olyan outerplanar grafra, amihez legalabb 7 szin sziikséges. A
dolgozattol fiiggetleniil Kiindgen ¢és Pelsmajer is bizonyitotta az outerplanar grafokra
vonatkozo6 felsé korlatot, €s az altalanos esetben jobb korlatot: 4™© adtak.
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A tagsagi probléma hipergrafalgebrakban

VERTESI VERA, matematikus szak (2003 6sz)
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Témavezetd: SzZABO CSABA, egyetemi docens,
ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

Napjainkban az algebrai kérdések bonyolultsdgi mértékének elemzése 1) kutatasi
irannya valt. Ezen vizsgalatok altaldban az altaldnos algebrai struktarakra, masnéven
algebrékra iranyulnak. Egy A algebraban teljesiild Osszes azonossag (Za) az A
azonossagelmélete. Az A altal generalt varietds, v(A), mindazon B algebrakbol all,
amelyekben teljesiil az 6sszes A-ban teljesiilé azonossag.

Az egyik legtermészetesebb probléma az ugynevezett tagsagi probléma, amely egy A
véges algebrara a kovetkezd: minden bemenetként kapott véges B algebrardl el kell
donteni, hogy eleme-e V(A)-nak, vagyis teljesiil-e B-ben 25 minden azonossaga. A
tagsagi probléma azonossag-ellendrzéssel is tesztelhetd. A tesztelés hatékonysagat méri
a S-flggvény, amely egy [1 -]  fliggvény, s értéke az n[J[] helyen azon azonossagok
minimalis hossza, melyeket le kell ellendrizni egy legfeljebb n-elemli B algebraban,
hogy megbizonyosodjunk arr6l hogy B benne van-e v (A)-ban. Pontosabban:

B(n) = max{l: OCO v(A),

legfeljebb | hosszi A-ban teljesiilé azonossagot}

C<_1 n,C teljesit minden

A képletbdl latszik, hogy a [-fliggvény jol definialt és rekurziv (azaz algoritmikusan
kiszamithato).

Konnyti igazolni, hogy a [-fiiggvény legfeljebb triplaexponencialis. A klasszikus
struktarakra, mint példaul csoportokra (Gates and Powel, 1965), gytiriikre (Kruse, Lvov,
1973) és halokra (McKenzie, 1970) a [-fiiggvény konstans. Az eddig talalt
leggyorsabban novo SB-fliggvény szublinearis (McNulty, Székely, 1998).

A dolgozatban tetszéleges k [I[] -re mutatok olyan véges algebrat, amelyre a [-
fiiggvény. rendje n* . Ezzel nem csak - megjavitom McNulty és Székely eredményét,
hanem belatom, hogy a B-fiiggvényre nem adhato univerzalis polinomialis felsé korlat.
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Azonossagok 0-egyszeri félcsoportokban

VERTESI VERA, matematikus szak (2003 6sz)
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Témavezetd: SzABO CSABA, egyetemi docens,
ELTE Algebra eés Szamelmélet Tanszék

A szamitogépek egyre nagyobb térhoditdsa tapasztalhatdo az algebrai kérdések
bonyolultsaganak elemzésében. Azt gondolhatnénk, hogy egy adott algebrai struktirara
vonatkoz6 allitas ellendrzése minddssze egy alkalmas program megirasanak kérdése.
Egy ilyen programnak azonban nemcsak a szamitogépek képességei, hanem a
matematikai logika is hatart szab. Az egyik legtobbet vizsgalt kérdés a szoprobléma: a
feladat annak eldontése, hogy két adott kifejezés megegyezik-e tetszdleges
behelyettesités mellett.

2002-ig nem volt ismert olyan félcsoport, amelyre a szoprobléma coNP-teljes lenne.
Végiil Volkov (2002) mutatott egy kériilbeliil 2'"* elemszamu félcsoportot, amelyre a
feladat coNP-teljes. Nem sokkal késobb Kisielewicz (2002) konstrudlt egy néhany ezer
eleml példat. Szabd Csabaval (2003) megadtunk egy 13 elemii félcsoportot, amelyre a
probléma coNP-teljes. A legkisebb elemszamu példa Klima (2003) eredménye: az
ugynevezett Brandt-monoid, amely 6 eleml. A 0-egyszerli félcsoportok olyan
épitékovei a félcsoportoknak, mint a csoportok korében az egyszerli csoportok. Mindkét
esetben a struktira f6 faktorairdl van szo. Igy remélhetd, hogy azon 0-egyszerii
félcsoportok karakterizalasa, amelyekre a szoprobléma polinomialis, segithet a
félcsoportok altalanos karakterizalasaban is.

Az eddigiekben a 0-egyszerti félcsoportok koziil csak olyanokra voltak eredmények,
amelyek struktira csoportjara a szoprobléma coNP-teljes, s ebbdl automatikusan
adodott az eredeti félcsoportra is a coNP-teljesség; illetve a kombinatorikus 0-egyszer
félcsoportokra, amelyekre a probléma polinomialis (Seife, Szabo 2000). A dolgozatban
beldtom Volkov (2001) sejtését, mely szerint egy 19 elemii 0-egyszeri félcsoportra a
szoprobléma coNP-teljes. Ez a legkisebb olyan példa, amelynek struktira csoportjara
polinomidlis a szoprobléma, de magara a félcsoportra mégis coNP-teljes.
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Azonossagok gyturiikben

VERTESI VERA, matematikus szak (2003 6sz)
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Témavezetd: SzABO CSABA, egyetemi docens,
ELTE Algebra eés Szamelmélet Tanszék

Az algebrai kérdések bonyolultsdganak vizsgélata az algebra egy 10 kutatasi iranyava
valt. A legtobbet vizsgalt probléma, hogy egy adott véges algebraban milyen
azonossagok teljesiilnek. Ez az ugynevezett szoprobléma, azaz hogy egy algebra f6lott
teljesiil-e, hogy két kifejezés minden behelyettesitésre egyenld értéket vesz fel. A
probléma nyilvdnvaléan coNP-ben van. Adott struktaratipusoknal altalaban a
dichotomia bizonyitasa a cél, azaz, hogy a szoprobléma a strukturak egy részére P-beli,
a tobbire coNP-teljes. A tovabbiakban a véges gylriiket vizsgaljuk ilyen szempontbdl.

Véges gyliriikre Burris és Lawrence (1993) belatta, hogy a szoprobléma P-beli, ha a
gyurii nilpotens, €¢s coNP-teljes egyébként. Willard (1997) definialta a széproblémanak
egy masik valtozatat, amikor a két megadott sz6 csak monomok 6sszege lehet. Ez a mod
természetesebb, hiszen példaul a polinomokat is ilyen formaban szoktuk megadni. A
kérdés ebben az esetben is a szokdsos, csak bizonyos szavak kifejtve 1ényegesen
hosszabbak lehetnek, igy a bemend adatok mérete valtozik. Ha egy gylriire az eredeti
szoprobléma P-beli, akkor nyilvan polinomialis az ,,4j)” széprobléma is. Willard és
Lawrence (1997) igazolta, hogy ha a Jacobson-radikal szerinti faktor kommutativ, akkor
az ,,4j” probléma P-beli. Willard (1997), Szabo és Vértesi (2003) cikkei alapjan az ,,u;”
szoprobléma coNP-teljes a nemkommutativ teljes matrixgytriikre, ¢és persze
polinomidlis a kommutativokra.

A dolgozatban beldtom, hogy a nemkommutativ matrixgytiriknek mar a multiplikativ
félcsoportjdban is coNP-teljes a probléma. Ezen eredmény felhasznalasaval bizonyitom
véges gylriikre a dichotdémiat. Megmutatom, hogy az ,,4j” szdprobléma bonyolultsaga is
csak a Jacobson-radikal szerinti faktortol fiigg; P-beli, ha a faktor kommutativ, €s coNP-
teljes egyébként.



