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A Hahn—-Banach elvalasztasi tétel egy nemlinearis valtozata

BAJAK SZABOLCS alkalmazott matematikus szakos hallgato (2004 6sz)
Szegedi Tudomanyegyetem, Szeged

Témavezetok: PALES ZSOLT, egyetemi tanar,
Debreceni Egyetem, Matematikai Intézet
A funkciondlanalizis egy Dubovickijtdl és Miljutyintél szarmaz6 eredménye a Hahn—

Banach-féle elvalasztasi tétel alabbi altalanositasa.

Tétel. Legyen X lokalisan konvex tér, tovabba legyen Ky olyan nemiires konvex,
Ki,...,Kn pedig olyan nemiires belsejii konvex kupjai, amelyek metszete lires. Ekkor

léteznek olyan nem mind zéré X, 0K/, x OK[,...x OK folytonos linearis
funkcionalok, hogy

X) + X +...+ X =0.

(Itt a K’ adjungalt kup az olyan X"-beli linearis funkcionalok halmazat jelenti, amelyek
nem vesznek fel pozitiv értéket K-n.)

F6 eredményiinkben, amely a fenti tételt altalanositja, a konvex kupok szerepét konvex
halmazok nemlinearis inverz képei veszik at.

Tétel. Legyenek X,Yo,Y1,...,Yn Banach-terek, tovabba legyen Qg £/ Yo nemiires konvex,
Q1 L/Y1,., Qn 7Y pedig nemiires belsejii konvex halmazok. Legyen D [/ X (nemiires)
nyilt halmaz, p /D és Fo: D — Y a p pontban erdsen Fréchet-szerint differencialhato,

Fi:D - Y1, ..., Fa: D - Y, pedig a p pontban Gateaux-értelemben differencialhato és
lokalisan Lipschitz, tovabba F,(p)0Q,.F,(p)0Q,.....F,(p)0Q, ¢és az F,(p),
F (p),..., F,(p) derivaltak sziirjektiv linedris operatorok. Ha p-nek létezik olyan U
kornyezete, hogy

UnF'Q)nF'@Q)n..nF'(@Q,) =0,

akkor léteznek olyan nem mind zér6  y, Op ) (Q)).y,ON¢ ,(Q),...,
y  ON F.(p (@) folytonos linearis funkcionalok, hogy

Yoo Fo(P)+y/ o F(P)+..y, o F (p)=0
Itt Np(Q) a Q 7Y halmaz p 0Q pontbeli normalkapjat jeloli:

N, (Q):={y" DY Jy(y) < y*(p) minden y 0Q - raf
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Folytonos linearis operatorok ciklikus viselkedésformai

BALOGH FERENC, matematikus szakos hallgato (2004 tavasz)
Szegedi Tudomanyegyetem, Szeged

Témavezeté: KERCHY LASZLO, egyetemi tanar,
SZTE Bolyai Intézet, Analizis Tanszék

A dolgozatban az univerzalitas altalanos fogalman keresztiil definialjuk a topologikus
vektortereken hatdé folytonos linearis operatorok ciklikus viselkedésformait
(hiperciklikussag, szuperciklikussag ¢€s ciklikussag), majd adott tipusu operatorokra
koncentralva (stlyozott kompozicid- €s konvolucid-operatorok) sziikséges és elegendd
feltételeket adunk meg azok hiperciklikus €s szuperciklikus viselkedésére.

Az 1. Fejezetben a sziikséges fogalmak definidldsa utan az univerzalis viselkedéssel
kapcsolatos allitasokat, tételeket mondunk ki. Ezutdn a hiperciklikussagra ¢és a
szuperciklikussagra a késébbiek szempontjabol fontos elegendd feltételek (Kitai-
Gethner-Shapiro Tétel, Salas tétele) kovetkeznek. Néhany fontos operatorosztalyt (véges
dimenzids operatorok, normalis operatorok, izometriak, kontrakciok, hatvanykorlatos
operatorok) vizsgalunk meg a fent emlitett ciklikus viselkedésfajtdk szempontjabol.

A 2. Fejezetben a sulyozott kompozicid-operatorok hiperciklikussagat ¢és
szuperciklikussagat vizsgaljuk meg. Az altaldnos definiciok megfogalmazédsa utan
attériink a szadmlalo mértékkel felruhazott diszkrét alaptér esetére, és ott sziikséges
feltételeket keresiink a hiperciklikus viselkedésre. Néhany sziikséges feltétel megtalalasa
utdn sikeriil sziikséges ¢s elegendd feltételt adni a diszkrét téren hatd sulyozott
kompozicio-operatorok  hiperciklikussdgara.  Ugyanerre  tesziink  probalkozast
szuperciklikus esetben, itt részleges eredmények talalhatok.

A 3. Fejezetben az el6z0 eredmények alkalmazasaként kompakt csoporton hato
sulyozott konvolucié-operatorok hiperciklikus ¢és szuperciklikus viselkedésformait
vizsgaljuk meg.

A dolgozatban megtalalhato sajat eredmények:
- Felcserélési Lemma,

- Diszkrét téren hato sulyozott kompozicio-operatorok hiperciklikussaganak teljes
karakterizacidja,
- Diszkrét téren hat6 sulyozott kompozicio-operatorok szuperciklikussaganak részleges
karakterizacidja,

- Megszamlalhatdan végtelen dualis csoporttal rendelkez6 kompakt Abel-csoporton hato
adott tipusi sulyozott konvolucio-operatorok hiperciklikus ¢és szuperciklikus
viselkedésének karakterizacioja.
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Karakterizacios problémakbol szarmazo fiiggvényegyenletek
altalanos megoldasa

GLAVOSITS TAMAS, matematika szakos hallgato
Debreceni Egyetem, Debrecen

Témavezetd: LAIKO KAROLY, egyetemi docens
DE Analizis Tanszék

Seitmatsu Narumi japan matematikus a Biometria cimii folydirat XV. szdmaban 1928-
ban megjelent cikkében fiiggvényegyenleteket hasznal eloszlasok egyiittes illetve
marginalis siriiségfiiggvényeinek meghatarozasara. Legyen (X, Y) egy kétvaltozos valos
értékili abszolut folytonos valdszintliségi valtozo. Jelolje rendre

fogy By By f

() Do Ty Ty o Ty

az egyiittes, marginalis illetve feltételes striiségfiiggvényeket. Ismeretes, hogy ekkor
teljesiilnek a kovetkezok:

few (x|y) fy(y)= Foix (y|x) fy (x).
Narumi azokat az eloszlasokat vizsgélta, melyek feltételes stiriségfiiggvényei
fur () =L O @ ()] Ay (vIx) = w2 (y = 1. (9) . ()

ahol az fi, gi (1 = 1,2) adott fliggvények, W1, W2 ismeretlen fliggvény. Ez utobbi
egyenlet et 0sszevetve az (1) egyenlettel, kapjuk, hogy

W [(x= 1 (y)) o, (v) ] £ (v) = [ (v = (%)) 9, ()] £ ()

Ezek az egyenletek az fi, gi (1 = 1, 2) bizonyos specialis megvalasztidsa esetén a
kovetkezd egyenletekre vezethetok vissza:

(1) Gl(XTH]+F1(y):GZ(yT+1j+F2(X) (x,yO0,)

@) G, (x(y+1))+F.(y) =G, (y(x +1)) +F; (x) (xyoo,)

A dolgozat célja az (I)-es illetve (2)-es egyenletek altalanos illetve mérhetd
megoldasainak a meghatarozésa.
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Majdnem mindeniitt teljesiilo fiiggvényegyenletek és
karakterizacios problémak

MESZAROS FRUZSINA, matematikus, (2004 6sz)
Debreceni Egyetem, Debrecen

Témavezetd: LAJKO KAROLY, egyetemi docens,
DE Analizis Tanszék

Dolgozatomban a valodszinliségelmélet karakterizdcids problémaiban felmertilt
fiiggvényegyenleteket vizsgalok. Specialis siirliségfiiggvény-osztalyok esetén keresem
az egyittes  slriségfiiggvényt ¢€és ehhez majdnem mindeniitt teljesiild
fiiggvényegyenletek mérhetd megoldasat hatarozom meg. A

g,[(x= £, (V))F (V) £ (v) = 9, [y = £, ()R, (<] £ (x)

fliggvényegyenletet vizsgalom a benne szerepl6 fi, fo, F1, F, fliggvények tobb specialis
valasztasa mellett, és csak annyit teszek fel, hogy az egyenlet majdnem minden X,y-ra
teljesiil, a fiiggvények pedig mérhetdek és pozitivak.

Eloszor a

gl(w] fo(y)= gz(wax(x)

Aly+a,) A (x+a,)
egyenletet vizsgalom, amely majdnem minden
(x,y)OD= {(x YO R & 0y & O}
esetén teljestil, és megadom a mérhetd megoldasait.
A masodik vizsgalt egyenlet pedig a
g,[(y+a x+by+c]f, (v)=g.[(x+b,)y +ax+c,]f, (x)

fiiggvényegyenlet, amely majdnem minden (X, y)D D, xD, esetén teljesiil, ahol
D, =R \{ -b,, —bz} ¢s D, = R\{ -a,, —az} . Ebben az esetben is megadom a majdnem

mindeniitt teljesiilo egyenlet mérhetd megoldasait.
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Folytonossagi modulus és legjobb approximacio
logaritmustérben

MEZO ISTVAN, matematikus szakos hallgat6 (2004 0sz)
Debreceni Egyetem, Debrecen

Témavezetd: GAT GYORGY, egyetemi docens,
DE Analizis Tanszék

Vilenkin téren értelmezett, komplex értéki, logaritmustérbeli fliggvények polinomokkal
vald approximalhatosagat és folytonossagi modulusat fogjuk vizsgalni.

A dolgozat egyik f6 eredménye annak bemutatdasa, hogy tetszdleges — a fenti
tulajdonsdgokkal rendelkezé — fiiggvény folytonossdgi modulusa monoton csdkkend
valés nullsorozat és minden ilyen sorozathoz Iétezik fliggvény, melynek ez a
folytonossagi modulusa.

A masik eredmény szerint a Fourier-sor ugy kozeliti a leképezést a logaritmus-
normdban, ahogyan annak folytonossdgi modulusa tart nulldhoz. Hasonlo igaz a
polinomokkal valé approximalhatésagra is. Kovetkezményként kapjuk, hogy a Fourier-
sor normaban konvergél a fiiggvényhez.

A Vilenkin tér messzemend altalanositasa tobb struktaranak, amelyek koziil az egyik a
Walsh-rendszer. Ez j6 eszkdz differencial- ¢és integralegyenletek kozelité megoldasdnak
megkeresésére, képfeldolgozasra ¢és irasfelismerésre. Rendkiviil kis tarigénye, jo
algoritmizalhatésaga, pontossaga ¢s gyorsasiaga miatt hasznos a szamitdogépes
matematikéban.

Hivatkozasok:

[1] Fridli, S.: On the modulus of continuity with respect to functions defined on
Vilenkin groups (English), Acta Math. Hung. 45(3-4), 393-396 (1985).

(2] Gat, Gy.: Best approximation by Vilenkin-like systems (English), Acta Math.
Paed. Nyiregyh., 17(3), 161-169 (2001).
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Euklideszi terek analizisbeli kiilonbségei

NASzODI GERGELY, matematikus (2003 0sz)
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Témavezeté: BUCZOLICH ZOLTAN, egyetemi docens,
ELTE Analizis Tanszék

Gyakori matematikai probléma bizonyos objektumok kozotti kiilonbségtétel. Gyakran
azt mutatjak meg, hogy két objektum kozott nem Iétezik jO6 (azaz bizonyos)
tulajdonsagokkal rendelkezd leképezés. Dolgozatomban is ilyen iranyt vizsgalatot
végzek. Kimutatom, hogy magasabb dimenzidés nyilt halmazbdl nem létezik
alacsonyabb dimenzios térbe érkezd ct osztalyu injektiv leképezés.

A bizonyitas rovid vazlata az alabbi. Indirekt bizonyitast hasznalok. El6szor olyan nyilt
halmazt taldlok, ahol a derivaltleképzés rangja konstans. Ezutan a Gauss eliminéciot
folytonositom lokalisan. Olyan el nem tiind vektormezOt nyerek, mely merdleges az
eredeti leképezés gradiensére. Végiil e vektormezd felhasznalasaval eljutok egy olyan
kezdetiérték problémahoz, melynek megoldasa az eredeti leképzés szintfeliiletein
mozgod gorbe, s igy nem lehet injektiv a szoban forgd leképzés.

Ezzel a témaval kapcsolatban természetesen mas is foglalkozott, s dolgozatom
hivatkozik az idevonatkoz6 tételekre. Ugy érzem, hogy az altalam adott bizonyitas
szemléletesebb €s rovidebb a tétel ismertebb valtozatainal.



